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The mathematical model, which permits to study the movement of mas-
sive bodies and propagation of electromagnetic waves in the Earth’s frame
of reference is formulated.
This model includes: the rotation of the Earth around its axis, the influ-
ence gravitational field of Earth, Sun, Moon and planets.
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Построена математическая модель, позволяющая описывать движе-
ние массивных тел и распространение электромагнитных волн в сла-
бонеинерциальной системе отсчёта, покоящейся на поверхности Зем-
ли.
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Как известно [1], математические модели, используемые
для описания различных явлений природы с необходимостью
являются идеализированными, дающими только упрощённое
представление о всех взаимосвязях изучаемого явления. При
построении математической модели какого-либо явления необ-
ходимо найти разумный баланс между необходимостью учесть
все существенные уравнения и соотношения, описывающие
изучаемое явление, и ограниченными возможностями вычи-
слительной техники, требующими использования не очень
сложных уравнений и соотношений.

Поэтому в большинстве случаев математические модели
изучаемых явлений природы ограничиваются рассмотрением
физических процессов в инерциальных системах отсчёта псев-
доевклидова пространства-времени. Однако любая земная ла-
боратория не является инерциальной системой отсчёта и ме-
трический тензор нашего пространства-времени из-за наличия
гравитации не является псевдоевклидовым.

И хотя неинерциальность системы отсчёта, находящейся
на поверхности Земли, является слабой, а отклонение метри-
ческого тензора от его псевдоевклидового значения – малым,
тем не менее, при определённых условиях эффекты, связанные
с неинерциальностью системы отсчёта и наличием гравита-
ционного поля, могут играть существенную роль. Поэтому
возникает задача разработать математическую модель слабо-
неинерциальной системы отсчёта, учитывающей влияние сла-
бого гравитационного поля на физические процессы.

Для этого запишем метрический тензор gik псевдоримано-
ва пространства-времени в виде:

gik = γik + aik + bik + hik , (1)

где γik – метрический тензор псевдоевклидова пространства
- времени, записанный в инерциальной системе отсчёта, aik –
тензор, возникающий из-за ускоренного движения системы от-
счёта, в которой проводится изучение интересующего нас явле-
ния, bik – тензор, описывающий гравитационное поле Земли,
hik – тензор, описывающий приливное гравитационное поле
Солнца, Луны и планет Солнечной системы.
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Тензоры bik и hik в каждом конкретном случае можно по-
лучить, решая уравнения гравитационного поля общей теории
относительности с постньютоновской точностью.

В декартовых координатах инерциальной системы отсчёта
тензор γik , как известно [2], имеет вид:

γik =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 . (2)

Тензоры aik, bik и hik мы будем называть малыми, посколь-
ку величина каждой из их компонент значительно меньше еди-
ницы. Так как все вычисления мы будем проводить с точно-
стью линейной по малым тензорам, то метрический тензор с
контравариантными индексами gik принимает вид:

gik = γik − aik − bik − hik , (3)

где, следуя книге [2], индексы у малых тензоров мы поднимаем
с помощью метрического тензора γik .

Определитель метрического тензора (1), с принятой точ-
ностью, запишем в виде:

g = γ
[
1 + aii + bii + hii

]
. (4)

В пространстве-времени с метрическим тензором (1) мы
будем изучать движение массивных тел и электромагнитных
волн. Для описания первых из них, в математическую модель
следует включить уравнения движения в четырёхмерном виде:

mc
[dU i
ds

+ ΓinkU
nUk

]
= F i, (5)

где m – масса тела, c – скорость света, U i = dxi/ds – че-
тырёхвектор скорости, ds =

√
gikdxidxk – интервал, F i – че-

тырёхвектор силы и Γink – символы Кристоффеля второго рода
пространства - времени с метрическим тензором (1):

Γink =
1
2
gim
[∂gmm
∂xk

+
∂gkm
∂xn

− ∂gnk
∂xm

]
. (6)
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В псевдоевклидовом пространстве - времени компоненты
четырёхвектора силы F i связаны с компонентами обычной
трёхмерной силы негравитационной природы ~f соотношени-
ями

F i =
{
F 0 =

(~v ~f)√
1− β2

, ~F =
~f√

1− β2

}
.

Гравитационная часть силы, согласно общей теории относи-
тельности, автоматически учитывается через тензоры bik и hik.

В силу определения четырёхвектор скорости удовлетворя-
ет соотношению gikU

iUk = 1.
При использовании не декартовых координат символы

Кристоффеля Γink с принятой точностью можно записать в виде

Γink =Gink − aimGm,nk − bimGm,nk − himGm,nk+

+
1
2
γim

[∂amm
∂xk

+
∂akm
∂xn

− ∂ank
∂xm

]
+

+
1
2
γim

[∂bmm
∂xk

+
∂bkm
∂xn

− ∂bnk
∂xm

]
+

+
1
2
γim

[∂hmm
∂xk

+
∂hkm
∂xn

− ∂hnk
∂xm

]
,

(7)

где введены обозначения Gm,nk для символов Кристоффеля пер-
вого рода и Gink для символов Кристоффеля второго рода в
криволинейных координатах инерциальной системы отсчёта
псевдоевклидова пространства-времени:

Gm,nk =
1
2

[∂γmm
∂xk

+
∂γkm
∂xn

− ∂γnk
∂xm

]
, (8)

Gink =
1
2
γim

[∂γmm
∂xk

+
∂γkm
∂xn

− ∂γnk
∂xm

]
.

В декартовых координатах все компоненты символов Кри-
стоффеля Gm,nk и Gink обращаются в нуль.

Движение массивных тел в слабонеинерциальных системах
отсчёта можно исследовать и на основе уравнения Гамильтона-
Якоби:

gik
∂S

∂xi
∂S

∂xk
= m2c2. (9)

Для описания законов распространения электромагнитных волн
и вычисления электромагнитного поля, созданного системой
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зарядов и токов в вакууме, в математическую модель слабоне-
инерциальной системы отсчёта следует включить и общекова-
риантные уравнения Максвелла

1√−g
∂

∂xk

[√−gF ik
]

=− 4π
c
ji ,

∂Fik
∂xn

+
∂Fkn
∂xi

+
∂Fni
∂xk

=0 ,
(10)

где Fkn – тензор электромагнитного поля, ji – четырёхвектор
тока.

Если не интересоваться амплитудой электромагнитных
волн, то в приближении геометрической оптики уравнения для
лучей и законы распространения электромагнитных сигналов
по лучам можно изучать на основе уравнения для изотропных
геодезических:

dKi

dσ
+ ΓinmK

nKm = 0, (11)

где σ – некоторый аффинный параметр, Ki = dxi/dσ – че-
тырёхвектор, касательный к изотропной геодезической, удо-
влетворяющий соотношению: gnmKnKm = 0.

В ряде задач, вместо уравнения изотропной геодезической,
удобнее использовать уравнение эйконала эквивалентное (11):

gik
∂S

∂xi
∂S

∂xk
= 0 . (12)

Уравнениям и соотношениям, приведённым в данной работе,
разумеется, можно придать и обычный трёхмерный вид. Соб-
ственно говоря, при решении конкретных задач общековари-
антные четырёхмерные тензорные соотношения (1)-(12) необ-
ходимо записать по компонентно в виде отдельных дифферен-
циальных уравнений и алгебраических соотношений.

В частности [2], система общековариантных уравнений
Максвелла (10) может быть записана в виде:

rot ~H =
1
c

∂

∂t

(√
η ~D

)
+

4π
c
~j ,

rot ~E = − 1
c
√
η

∂

∂t

(√
η ~B

)
,

div ~D = 4πρ, div ~B = 0 ,

(13)
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где η – определитель трёхмерного метрического тензора

ηαβ = −gαβ + g0αg0β/g00 .

Входящие в уравнения (13) векторы ~D и ~H образуют тензор
электромагнитного поля Fik. Если ввести обозначение

(
~g
)
α

=
−g0α/g00, то векторы ~D и ~H могут быть получены по формулам:

~H =
√
g00
{
~B − [~g, ~E]

}
, (14)

~D =
~E√
g00

+
√
g00
{

[ ~B, ~g] + [~g, [~g, ~E] ]
}
.

Плотность заряда ρ и плотность тока ~j в слабонеинерциальных
системах отсчёта удовлетворяют дифференциальному уравне-
нию сохранения:

1
c
√
η

∂

∂t

(√
η ρ
)

+ div~j = 0 . (15)

Приведённые выше уравнения и соотношения (1)-(15) соста-
вляют основу математической модели слабонеинерциальной
системы отсчёта, находящейся во внешнем гравитационном
поле. При решении конкретных задач эту систему уравнений
необходимо дополнить начальными и граничными условиями.

Следует особо подчеркнуть, что данная математическая
модель является релятивистской, так как она, в отличие от
обычно используемых моделей, допускает движение массивных
тел с релятивистскими скоростями, а также изучение распро-
странения электромагнитных волн в слабоинерциальных си-
стемах отсчёта, причём учёт гравитации и релятивизма про-
водится в соответствии не с механикой Ньютона, а в соответ-
ствии с уравнениями общей теории относительности.

При проведении различных расчётов в астрофизике и фи-
зике планет в научной литературе использовались близкие по
духу математические модели, но при ближайшем рассмотре-
нии они имеют ряд существенных отличий. В частности, в
фундаментальной монографии [3] движение массивных тел и
электромагнитных волн также рассматривалось в постньюто-
новском приближении. Однако в отличие от нашей модели, все
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расчёты велись в инерциальной системе отсчёта, связанной с
центром масс Солнечной системы.

Это обстоятельство создает ряд неудобств, хотя бы пото-
му, что в реальных ситуациях наблюдатели находятся не в
центре масс Солнечной системы, а на вращающейся Земле,
т.е. в заведомо неинерциальной системе отсчёта. Поэтому для
решения не академических, а практических задач наша мате-
матическая модель удобнее.

Математическая модель, похожая на нашу, рассмотрена
и в монографии [4]. Однако в качестве основного источника
неинерциальности в модели [4] рассматривается только вра-
щение Земли. Это означает, что полностью игнорируется не-
инерциальность наблюдателя, связанная с его возможным дви-
жением относительно поверхности Земли. Кроме того, в мо-
дели [4] гравитация учитывается только при расчёте движе-
ния массивных тел (в ньютоновском приближении), что в ря-
де реальных задач оказывается недостаточным. В частности,
при использовании модели [4] для описания электромагнитных
волн не будут учитываться эффекты искривления световых лу-
чей во внешнем гравитационном поле, а также гравитационное
запаздывание электромагнитных сигналов.

В предлагаемой нами математической модели учтены все
существенные факторы для проведения численных расчётов по
изучению различных природных процессов, наблюдаемых из
такой слабонеинерциальной системы отсчёта, какой является
лаборатория, расположенная на поверхности Земли.
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